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АНАЛИЗ ДВУХФАКТОРНОЙ МОДЕЛИ ЭКОНОМИЧЕСКОГО РОСТА  

НА ОСНОВЕ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ФУНКЦИИ КОББА-ДУГЛАСА   
 
Юннотаеия. Предмет/тема. Представлена колижественная оеенка экономижеского роста 
Республики Дагестан на основе двухфакторной производственной функеии Кобба-
Дугласа. Цели/задажи. Определение коэффиеиентов эластижности труда и капитала. 
Компаративный анализ расжетных и фактижеских знажений валового регионалиного про-
дукта. Яетодология. Исследование построено на методике эконометрижеского анализа с 
исполизованием производственной функеии Кобба-Дугласа. Результаты. В ходе исследо-
вания разработана двухфакторная модели экономижеского роста, рассжитаны коэффиеи-
енты эластижности труда и капитала, проведена сравнителиная оеенка фактижеских и 
расжетных показателей валового регионалиного продукта республики Дагестан на вре-
менном отрезке 2010–2019 годов. Выаоды/знажимость. Полуженные на основе произ-
водственной функеии Кобба-Дугласа резулитаты могут быти востребованы в проеессе 
обоснования стратегии экономижеского роста, определении направлений консолидаеии 
усилий финансовых и трудовых ресурсов, выработки сеенариев и среднесрожных прогнозов 
роста экономики региона. 
Клюжеаые слоаа: экономижеский рост, производственная функеия Кобба-Дугласа, вало-
вой регионалиный продукт, основные фонды, трудовые ресурсы, регион, эконометрижеская 
модели.   
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ANALYSIS OF A TWO-FACTOR MODEL OF ECONOMIC GROWTH 

BASED ON THE COBB-DOUGLAS PRODUCTION FUNCTION   
 
Abstract. Subject/topic. A quantitative assessment of the economic growth of the Republic of 
Dagestan based on the two-factor Cobb-Douglas production function is presented. Goals/tasks. 
Determination of labor and capital elasticity coefficients. Comparative analysis of calculated and 
actual values of gross regional product. Methodology. The study is based on the method of 
econometric analysis using the Cobb-Douglas production function. Results. In the course of the 
study, a two-factor model of economic growth was developed, the elasticity coefficients of labor 
and capital were calculated, and a comparative assessment of the actual and calculated indicators 
of the gross regional product of the Republic of Dagestan for the period 2010-2019 was carried 
out. Conclusions/significance. The results obtained on the basis of the Cobb-Douglas produc-
tion function can be in demand in the process of substantiating the economic growth strategy, de-
termining the directions of consolidation of financial and labor resources, developing scenarios and 
medium-term forecasts of economic growth in the region. 
Keywords: economic growth, Cobb-Douglas production function, gross regional product, fixed 

assets, labor resources, region, econometric model. 
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1. Введение.  

В 1928 году Кобб и Дуглас ввели в экономическую теорию класс производственных функ-

ций функцию Кобба-Дугласа (КД), практикуемую экономистами с целью построения фактор-

ной модели роста. Функция Кобба-Дугласа является математическим представлением взаимо-

связи труда и капитала, а также отношений между капиталом, трудом и выпуском. Сама функ-

ция была первоначально предложена Кнутом Викселем в качестве основы статистической 

процедуры оценки взаимосвязи между входными и выходными переменными, т. е. оценки па-

раметров регрессии наименьших квадратов логарифма отношения выпуска к капиталу. 

Недостатком функции Кобба-Дугласа является предположение о постоянной доле труда в 

выпуске, что может стать существенным ограничителем для конвергентной страны. Кроме 

того, эластичность выпуска, оцениваемая производственной функцией Кобба-Дугласа, являет-

ся фиксированной константой, хорошо описывающей экономическую ситуацию лишь в разви-

тых странах. В то же время фиксированная константа не применима для описания ситуации в 

развивающихся странах с изменяющимися факторами. 

С целью преодоления этого недостатка Arrow и др. [1, pp. 225–250] предложили производ-

ственную функцию с постоянной эластичности замещения (CES), являющейся обобщением 

трех основных функций, которые использовались ранее: линейной функции, функция Леонть-

ева и функции CD, которая предполагает бесконечную, нулевую и единичную эластичность 

замещения (ES). 

С целью разрешить разные степени взаимозаменяемости между входными переменными K. 

Sato [9, pp. 201-218) предложил подход вложенных CES-функций, которые оказались доста-

точно успешными в моделировании общего равновесия и эконометрических исследованиях из

-за их алгебраической адаптивности.  

Для нивелирования недостатков функции Кобба-Дугласа было также предложено несколь-

ко «гибких» производственных функций, таких как обобщенная функция Леонтьева (GL) [4, 

pp. 43–68] и трансцендентальная логарифмическая функция [2, pp. 28–45]. Это приближения 

второго порядка любого произвольного дважды дифференцируемых производственных функ-

ций [5, pp. 235–240]. Их преимущество состоит в том, что они не накладывают никаких огра-

ничений на значение ES между различными парами входных переменных. Таким образом, 

функция Кобба-Дугласа представляет собой смелую попытку соединить современные стати-

стические методы с теорией предельной производительности. 

Отдельные аспекты региональной проблематики оценки экономического роста рассмотре-

ны в научной публикации [10]. 

 

2. Литературный обзор. 

Производственная функция Кобба-Дугласа (КД) [3, pp. 139-165] представляет собой мате-

матическое выражение, описывающее взаимосвязь между производственными факторами и 

максимальным выходом продукции [8, pp. 551–568].  

 

        (1) 

 

где  – реальный выпуск;  – технический уровень (акселератор);  – затраты труда 

в период t; – капитальные вложения в период t; α и β представляют эластичность капита-

ла и рабочей силы соответственно. 

 

Прологарифмировав обе части уравнения (1), приходим к выражению следующего вида: 

, t= 1,2,3….n,    (2) 

 

При условии постоянной отдачи от масштаба при совершенном рынке, конкуренции и мак-

симизации прибыли эластичность выпуска капитала α и эластичность выпуска труда β равны 
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доле капитала и труда в стоимости продукции. 

 

         (3), 

где p, r и w представляют реальный выпуск, цену капитала и цену труда соответственно. 

Фиксированная константа эластичности производственной функции Кобба-Дугласа в боль-

шей степени отражает экономическую ситуацию в развитых странах, но в развивающейся эко-

номике с изменяющейся долей факторов производства лучше практиковать модель с изменя-

ющейся во времени эластичностью производственной функции. 

В этом случае формула имеет следующий вид: 

            (4) 

Логарифмируя обе части (4), получаем уравнение следующего вида: 

     (5) 

где t = 1,2, . . .,n. 

Квантильная регрессия адаптирует метод оценки для реальной экономической действи-

тельности [J. Chen and J. Ding, «A Review of Technologies on Quantile Regression», Statistics & 

Information Forum. Vol. 23. No. 3. P. 89–96, 2008 (in Chinese), M.-O. Kim, «Quantile regression 

with varying coefficients», The Annals of Statistics, Vol.35, No.1, pp. 92-108, 2007]: 

      (6) 

где t = 1,2, . . .,n. 

В нашей статье для оценки взаимосвязи независимых переменных с динамикой валового 

регионального продукта использована двухфакторная модель следующего вида: 

            (7), 

где Q, L и К представляют выпуск, труд и капитал соответственно, а t включен для 

учета фактора тренда в исследованиях временных рядов. 

 

3. Результаты исследования. 

Анализ статистических данных по Республике Дагестан проведен на основе производ-

ственной функции Кобба-Дугласа следующего вида:  

         (8) 

Исследование осуществлялось не на абсолютных, а на относительных показателях. В каче-

стве Kα фактора фигурирует натуральный логарифм стоимости основных фондов, в качестве 

ПЕРИОД Ln (Y) Ln (K) Ln (L)  Y расч 

2010 12,522 13,463 7,148 305829,480 

2011 12,708 13,619 7,215 336041,938 

2012 12,834 13,685 7,192 362885,997 

2013 13,023 13,801 7,185 405456,404 

2014 13,177 14,009 7,189 488822,986 

2015 13,252 14,120 7,171 548565,873 

2016 13,276 14,267 7,197 615549,025 

2017 13,291 14,303 7,217 626344,608 

2018 13,346 14,383 7,233 665676,273 

2019 13,485 14,418 7,231 688432,272 
Составлено по: [11].  
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Расчетная формула Кобба-Дугласа для Республики Дагестан имеет следующий вид: 

 

Y=282,488*K0.914*L-0.745       (9) 

 

Как видно из расчетной формулы (9), наибольшее влияние на зависимую переменную 

(валовый региональный продукт) оказывает фактор (К) – уровень фондоворуженности, что с 

нашей точки зрения соответствует гипотезе о взаимосвязи технологической модернизации с 

уровнем производительности экономики. 

На основе формулы (9) нами получены расчетные значения динамики валового региональ-

ного продукта Республики Дагестан для последующей компаративной оценки и сопоставле-

ния с фактическими темпами экономического роста. Графическая интерпретация расчетной и 

фактической динамики валового регионального продукта Республики Дагестан представлена 
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Рис. 1. График расчетных и фактических данных производственной  

функции Кобба-Дугласа для Республики Дагестан. 
Примечание: ряд 1 – фактические значения, ряд 2 – расчетные значения. 

 

На графике (1) видно, как на временном отрезке 2015–2020 годов фактическое значение 

валового регионального продукта меньше расчетных, что, с нашей точки зрения, отражает 

усилившееся негативное влияние фактора (L) – резкий рост уровня безработицы, снижение 

профессиональной квалификации трудовых ресурсов и инвестиций в основные производ-

ственные фонды, введение международных санкций. 

 

4. Выводы. 

Исследование показало, что функция Кобба-Дугласа является верифицируемым инстру-

ментом количественного анализа макроэкономического роста и оценки эластичности выпуска. 

Однако имеются определенные недостатки функции Кобба-Дугласа, связанные с предположе-

нием о постоянной доле труда в выпуске. 

На основе двухфакторной производственной функции Кобба-Дугласа определены факторы 

наибольшего влияния на динамику экономического роста. В частности, определены коэффи-

циенты эластичности капитала (К) и рабочей силы (L), согласно которым наибольшее влияние 

на зависимую переменную (валовый региональный продукт) оказывает фактор (К) – уровень 

фондоворуженности.  

Графическая интерпретация динамики роста валового регионального продукта показывает 

период снижения фактических значений валового регионального продукта относительно рас-

четных, отражающее рост уровня безработицы, снижение профессиональной квалификации 
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